Successioni di funzioni: esercizi
svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltad mag-

giore.

Esercizio 1. Determinare il limite puntuale delle seguenti successioni di funzioni e

stabilire se la convergenza e uniforme.

a) fo(x) =nze™, xze0,1] [converge ma non uniformemente a f(x) = 0]
b) folz)=n"2V1—a2r zc [-1,1] [converge uniformemente a f(z) = 0]
-1 se—-1<uz< — converge ma non uniformemente a
1 1 -1 se—-1<z<0,
¢) fulx) =4 nx se——<z<—,
n n flz)y=<0 sex=0,
1
1 se —<x <1 1 se0<z <1
n

1
Vi osel0 <z < —,
n

d) fo(z)= ) [converge ma non uniformemente a f(z) = %}
1
ﬁ Se ﬁ S X S 1
1 sel0<ax<—,
e) fulx) = ) " [converge ma non uniformemente a f(x) = 0]
0 se —<x<1
n
f) falz) =1 —2)z", x€ [0,1] [converge uniformemente a f(z) = 0]

converge ma non uniformemente a

g) fn(x):$n7 $€[071] 0 sel<z<1,
fz) =
1 sex=1
h) fu(x) = ] +n7f?a:2 , ze [-1,1] [converge ma non uniformemente a f(x) = 0]
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1
S osel<e < —,
k) fo(z) = . " [converge uniformemente a f(x) = 0]
0 se —<z<1
n
Svolgimento

a) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove f,(x) =

nx e " per ogni x € [0,1]. Si ha che per ogni z € [0,1]
1irrln funlx) = liTIln nre " =0.

Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su [0, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (f,,) a f su [0,1]. Calco-
liamo il limite

lim | — o0 = hm( sup [fu() - f<x>|> — lim [ sup (nxe—m] .

" " \ze[0,1] " | ze o]

Calcoliamo il sup (nz e ""). Poiche per ogni n € N la funzione f,(z) = nze™"™*

z€ [0,1]
e continua su [0, 1], per il Teorema di Weierstrass ammette massimo. Ne segue che

sup (nze ™) = max (nze "").

z€[0,1] z€ [0,1]

con f}(x) =n(l —nz)e ™. Quindi

Osserviamo che f,, & anche derivabile su [0, 1]
per ogni n > 1 si ha che fi(z) =0perz =21 € [0,1] e fi(z) >0per 0 <z < L

Ne segue che z = L & il punto di massimo di f, su [0,1] e

—nr\ __ l _ -1
z€[0,1] )_f(n)_e '

max_(nze

Pertanto si ha che

lim || f, — flloo = lim l sup (nz e_m)] —e 140
n " zelo,1]

Ne segue che la successione (fy,) non converge uniformemente a f su [0, 1].

b) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove fn(x) =

~2V/1 — 227 per ogni x € [~1,1]. Si ha che per ogni x € [~1,1]

lignfn( = limn~ 21— a2 = 0.
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Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su [—1, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (f,) a f su [—1,1]. Cal-

coliamo il limite

1i,{n\|fn—f!oozligp< sup |fn<:c>—f<x>|>=hg1[ sup (n—wl—x?n)].

z€[—1,1] z€[—1,1]

Calcoliamo il sup (n*Q\/ 1-— 1:2"). Poiche per ogni n € N la funzione f,(z) =
ze[—1,1]

n~2yV/1 — 227 ¢ continua su [—1, 1], per il Teorema di Weierstrass ammette massimo.

Ne segue che

sup (n_Q\/ 1— 1’2”) = max | (n_Q\/ 1-— x2n) .

e [*1,1] 16[71’1

Osserviamo che f,, ¢ anche derivabile su (—1,1) con

2n—1
, B x

ny1— x2n
Quindi per ogni n > 1 si ha che f/(z) =0 per x =0 € [-1,1] e f/(x) > 0 per
—1 <z < 0. Ne segue che z = 0 & il punto di massimo di f, su [-1,1] e

max (n*Z\/m) = f(0) = i

xze [—1,1]

Pertanto si ha che

lim [ fn = flloo = lim [ sup (nQ\/m)] —lim L —o.

z€[—1,1] n n?

Ne segue che la successione (f,,) converge uniformemente a f su [—1, 1].
¢) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove

1
-1 se—-1<ax < ——,
n

1 1
fal) =< nx se —=—<z< =,
n n

1
1 se — < x<1.

3
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RS

Fig. a: Grafico di f,, per n = 2.

Essendo f,, dispari per ogni n > 1, & sufficiente considerare = € [0, 1].

Per © = 0 si ha che f,(0) = 0 per ogni n. Ne segue che
lim fn(0) =0.

Quindi la successione (f,) converge puntualmente a 0 in x = 0.

Sia ora x €]0,1]. Poiche % — 0 per n — +00, si ha che definitivamente % <z,
cioe esiste N € N tale che per ogni n > N si ha % < z. Ne segue che per ogni

n > N si ha f,(z) = 1. Quindi se z €]0, 1] si ha che
liﬁn fulz) =1.

Per simmetria si ha che se z € [—1,0]
lim fn(z) =—1.

Quindi la successione (f,) tende puntualmente su [—1, 1] alla funzione
-1 se—-1<z<0,
flz)=4¢0 sex=0,
1 se0<ax<1.

Poiche le funzioni f,, sono continue mentre f non ¢ continua su [—1, 1], si ha che

la successione (f,,) non converge uniformemente a f su [—1,1].

d) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione ( f,), dove

1
Vi osel <z < —,
n



Successioni di funzioni: esercizi svolti 5

159
) u\

Fig. b: Grafico di f,, per n = 2.

Sia z €]0,1]. Poiche % — 0 per n — +00, si ha che definitivamente % < z, cioe
esiste N € N tale che per ogni n > N si ha % < z. Ne segue che per ogni n > N

si ha fp(z) = ﬁ Quindi se z €]0,1] si ha che

L
vl

Quindi la successione (f;,) tende puntualmente su ]0, 1] alla funzione

li}bn fnlx) =

f(i'?):ﬁ-

Poiche la funzione f non & limitata su ]0,1], si ha che la successione (f,) non

converge uniformemente a f su |0, 1].

e) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove

Fig. c: Grafico di f, per n = 2.
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Sia x €]0,1]. Poiche % — 0 per n — +o00, si ha che definitivamente % < z, cioe

esiste N € N tale che per ogni n > N si ha £ < z. Ne segue che per ogni n > N

n

si ha f,(z) = 0. Quindi se x €]0,1] si ha che

1i£n fu(x)=0.

Quindi la successione (f,) tende puntualmente su |0, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (fy,) a f su ]0,1]. Calco-

liamo il limite

lim | fro = flloo = lim < sug)u | fr(x) — f(m)|> = lim [ sup fn(x)] .

z€ " lze€]0,1]

Si ha che per ogni n € N

sup fn(z) = 1.
z€]0,1]

Pertanto si ha che

hfln [fn = flloo = h}ln [ sup fn(x)] =1#0.

z€ [0,1]

Ne segue che la successione (f,,) non converge uniformemente a f su |0, 1].

Osservazione

a)

La funzione limite f e continua, mentre le funzioni f,, sono discontinue su
]0,1]. Nonostante cid non & possibile concludere che la convergenza non ¢
uniforme. Infatti, si puo concludere che la convergenza non ¢ uniforme solo

quando le funzioni f,, sono continue e la funzione limite f non lo e.

Se definiamo f, anche in z = 0 con il valore f,(0) = 1, allora la funzione
limite f & definita in = 0 con il valore f(0) = 1. In tal caso sia le f, che
f sono discontinue su [0,1]. Nonostante cio non & possibile concludere che
la convergenza non ¢ uniforme. Infatti, si puo concludere che la convergenza
non ¢ uniforme solo quando le funzioni f, sono continue e la funzione limite
f non lo &. Per studiare la convergenza uniforme bisogna procedere come nel
caso precedente. Si ha che
lim | £, — fllsc = lim ( sup | fu() - f(sc)r) — 140,
z€]0,1]
Ne segue che anche in questo caso la successione (f,,) non converge uniforme-

mente a f su [0, 1].
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)

Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove f,(z) =

(1 — x)z™ per ogni x € [0,1]. Si ha che per ogni z € [0,1]
: 1 aem
lim fo(z) = hrrln(l x)z" = 0.

Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su [0, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (f,) a f su [0, 1]. Calco-

liamo il limite

lim | f,, — flloo = lim ( mp. | () — f(x)) = lim ( sup |(1 - x)mnD .

ze| n z€ [0,1]

Calcoliamo il sup {(1 — JJ)ZL‘R} Poiche per ogni n € N la funzione f,(z) = (1 —
z€[0,1]
x)z™ & continua su [0, 1], per il Teorema di Weierstrass ammette massimo. Ne

segue che

a:?[lol,)l] [(1 - x)x”} = xlen[%?(l] [(1 — m)x"]

Osserviamo che f,, ¢ anche derivabile su [0, 1] con
fi(x) =[n— (n+ )z L.

Quindi per ogni n > 1 si ha che f),(z) =0 per z =0, ;%5 € [0,1] e f;,(z) > 0 per

0 < < ;2. Nesegue che z = %5 ¢ il punto di massimo di f, su [0,1] e

n 1 n n
1_ n fry = .
Jél[aoﬁ][( 2)e"] f(n—l—l) n—l—l(n—l—l)

Pertanto si ha che

1 n \"
lim || fr — flloo = li 1—2)z"| | =1i = 0.
im || fr, = £ im (Eﬁﬂ][( )z D m = (n—i—l)

Ne segue che la successione (f,,) converge uniformemente a f su [0, 1].

Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,,), dove fp(z) =
x™ per ogni x € [0,1]. Si ha che per ogni x € [0, 1]

0 sel<z<1,
lim fp(x) = lima" =
" " 1 sex=1.

Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su [0, 1] alla funzione
0 se0<x<1,
fz) =

1 sex=1.

Poiche le funzioni f, sono continue mentre f non & continua su [0, 1], si ha che la

successione (f,) non converge uniformemente a f su [0, 1].
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h) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove f,(x) =

1555z per ogni x € [—1,1]. Si ha che per ogni z € [-1,1]
. , na

Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su [—1, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (f,) a f su [—1,1]. Cal-

coliamo il limite

nx
lim o — flloe =lim | sup [fule) — f(@)] ) =tim | swp |—"2 ]
n n 00 n € [-11] n n ze[-1,1] 1+n2$2
Calcoliamo il sup |————|. Essendo f, dispari, si ha che
ze [—1,1] I+n-x
sup |——=—|= sup (——— |-
eel-1) 11 +n222| pejoq \ 1+ n?a?

Poiche per ogni n € N la funzione f,(z) = ¢ continua su [0,1], per il

nx
14+n2x2

Teorema di Weierstrass ammette massimo. Ne segue che

sup | ——— )= max (——— ).
z€ [OI,)l] 1+ n2a? z€[0,1] \ 1 + n2z?
Osserviamo che f, ¢ anche derivabile su [0, 1] con

n(l — n?x?)

folz) = 0T 22

Quindi per ogni n > 1 si ha che f)(z) = 0 per z = = € [0,1] e f/(z) > 0 per

0<z< % Ne segue che z = % ¢ il punto di massimo di f,, su [0,1] e

(M>_f<1>_1
xgl[%ﬁ} 14+n222) " \n/) 2

Pertanto si ha che

nx
14+ n2x2

-4

Ne segue che la successione (fy,) non converge uniformemente a f su [—1,1].

lim || f, = flloo = lim | sup
n "o ze[-1,1]

k) Determiniamo inizialmente il limite puntuale della successione (f,), dove
1 1
— sel<z<—,
n n

fa(z) =

<z <l1.

SEE

0 se
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Fig. d: Grafico di f,, per n = 2.

Sia x €]0,1]. Poiche % — 0 per n — +o00, si ha che definitivamente % < z, cioe
esiste N € N tale che per ogni n > N si ha % < z. Ne segue che per ogni n > N
si ha f,(z) = 0. Quindi se x €]0,1] si ha che

lign fa(z) =0.

Quindi la successione (f,,) tende puntualmente su ]0, 1] alla funzione f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme della successione (f,) a f su |0,1]. Calco-

liamo il limite

li;Lnllfn—flloo=li7gn< sup |fn<x>—f<:c>|) =n7gn[ sup fn<x>].

z€]0,1]

Si ha che per ogni n € N
sup fn(x) =

z€10,1]

S

Pertanto si ha che

1
lim || f, = flloo =1lim | sup fp(z)| =lim— =0.
n " | ze 0] non

Ne segue che la successione (f,,) converge uniformemente a f su |0, 1].
Osservazione

La funzione limite f ¢ continua, mentre le funzioni f, sono discontinue su 0, 1].
Nonostante cio la convergenza & uniforme. Infatti, si puo concludere che la conver-
genza non € uniforme solo quando le funzioni f,, sono continue e la funzione limite

f non lo e.
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* Esercizio 2. Per ogni n € N, n > 1 siano k, = max{k €¢ N: 2¥ — 1 <n},

n+1—2k n42— 2k

In = okn ' 9ka

e fn :10,1] — R la funzione definita da

{1 se x € I,

fnlm) = 0 sexe[0,1]\ I,.

Verificare che la successione (f,,) non converge puntualmente in alcun punto di [0, 1].

Svolgimento

Per provare che la successione (f,,) non converge puntualmente in alcun punto di
[0, 1] & necessario capire come sono fatti gli intervalli I,,, per ogni n > 1.
La successione di intervalli I, € costruita nel seguente modo: si considera l'intervallo

[0,1] e al passo h =1 lo si suddivide in due intervalli di eguale ampiezza 3, I1 e I.

)
—

1/2

I I

Infatti per n = 1,2 si ha che k,, = 1 e quindi [} = {0, %} el = [%, 1}.
Al passo h = 2 ciascuno degli intervalli individuati al passo precedente viene suddi-
viso in due intervalli di eguale ampiezza % ottenendo cosi che I'intervallo [0, 1] & suddiviso

in 4 intervalli, I3, Iy, I5, Ig.

|

)

=
N[ =

Infatti pern = 3,....,6 5i ha che k, = 2 e quindi Is = [0, ], Iy = | ]
16:[§,1].

Iterando questo procedimento, al generico passo h ciascuno degli intervalli individua-

- |

ti al passo precedente viene suddiviso in due intervalli di eguale ampiezza 2% ottenendo

cosi che intervallo [0, 1] & suddiviso in 2" intervalli, Ion_q, ..., Ion+1_o.
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1 1 2h—1
0 2" 2h=1 2h 1
————eo — o — - —e—0
IQ}L,l IQh I2h+172

Infatti per n = 2" —1,...,2"1 — 2 i ha che k,, = h e quindi

1 2" —1
I2h,1 — |:0, 2h:| ,...,12h+172 = [W,1‘| .

In termini piu rigorosi possiamo dire che:
a) per ogni n > 1 si ha che I,, C [0, 1];

b) per ogni h > 1 si ha che i 2" intervalli Ion_1,. .., Ion+1_o costituiscono una suddi-
visione dell’intervallo [0, 1], cioe Ion_y U---Ulpns1_o = [0,1] ese 2" —1 <i < j <
2h+1 _ 9 allora I; N I; # () se e solo se j =i+ 1 ein tal caso I; N I; & costituito da

un unico punto.

Dimostrazione

a) Poiche k, = max{k € N: 2¥ —1 <n}, per ogni n > 1 si ha che
2 —1<p <2t

Quindi
n 41— 2k n42— 2k okntl _ okn

VST AT

Ne segue che
n+1—2k n42— 2k

I" = 9kn ) okn

C [0,1].

b) Sia h > 1. Consideriamo gli intervalli I,, con 2h —1<n<2hl _9 Ne segue che

knp =h. Posto j =n — 2" + 1, si ha che 0 < j < 2" — 1 e quindi

1 j—l—l]

Ipnyyy =1In = '{W’w

an ’ an

n+1—ﬁ"n+2—ﬁﬂ

Si osserva che ciascun intervallo ha ampiezza 2% Pertanto si ha che

i1 oh 1
j it }U... [

1
Iz}L_l U UIthrl_Q — |:O, 2h:| U U |:2h’2h 2h,].‘| — [0, ].]
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In modo del tutto equivalente si pud dimostrare che per ogni z € [0,1] esiste
0 <j<2"—1taleche z € Iyn ;. Infatti, sia z € [0,1[. Allora 0 < 2" < 2"
Denotata con j, la parte intera di x 2h, sihache0 < j, < 2h_1 ej. <z 2h <« Jz+1.
Di conseguenza si ha che

Jx Jut+1

oh =S Ton

e quindi x € Iyn_q4; . Se x = 1, allora ¢ ovvio che x € Iyn+1_5. Ne segue che

[0, 1] g I2h71 J---uU I2h+172 e qu1nd1 [0, 1] = Ithl J--- U 12h+172.

Osserviamo infine che

j j+1 jH+1 j+2 j+1
In OV nsr = Ion g4 N Ignyy = {Qh oh } [ oh > Toh | T 1 Ton [
mentre se 2" —1<i<j<2Ml —2conj>i+1

i i+1} [j j+1}:®'

IZOIJ :]2h,1+im.[2h,1+j - |:2h’2h 27727}1

Studiamo ora la convergenza della successione (f,). Sia z € [0,1]. Per quanto

appena osservato si ha che per ogni h > 1 esistono 2" — 1 < iy, j, < 2/t — 2 al pin

coincidenti, tali che x € I;, N1}, e x & I, , per ogni 2 1 < my, < 2ML 2 my, # in, gn.

Quindi se 2" — 1 < n < 2" — 2 allora si ha che

1 se n:ih,jh,

fa(z) = {

0 sen =#ip,Jjh-

Pertanto, per ogni h > 1 si ha che esistono ny,, mj, > 2" —1 tali f,, (z) = 1 e fm, (z) = 0.

Ne segue che non esiste lim f,,(z). Quindi la successione (f,) non converge in alcun
n

T €

[0,1].



